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Предисловие к русскому изданию

Предлагаемая книга, как и то, что в ней описыва­
ется, — музей математических моделей Mathematical 
Wonderland, созданный Джином Акиямой на острове 
Хоккайдо, — уникальны. Музеи науки давно появились 
во многих странах мира. В нашей стране, помимо знаме­
нитого Политехнического музея в Москве, такой музей 
был и в Ленинграде. Это — Дом занимательной науки, 
созданный Я. И. Перельманом и существовавший с 1935 
года вплоть до начала войны.

В музеях науки, как правило, есть и математиче­
ские экспонаты, однако математический раздел в них 
занимает малую долю общей музейной экспозиции, как 
бы подтверждая тем самым расхожее мнение: математи­
ка, дескать, слишком «скучна и абстрактна» для широких 
масс. Однако в математическом музее, созданном профес­
сором Джином Акиямой, где собраны сотни различных 
математических моделей, математика представлена 
живо, увлекательно, наглядно. Более того, у юных посе­
тителей музея Акиямы имеется возможность потрогать 
модели руками, поиграть с ними и поэкспериментиро­
вать, что особенно важно для развития школьников.

Известный японский математик, специалист по ком­
бинаторике, профессор Джин Акияма в начале своей 
педагогической карьеры в основном занимался обра­
зованием и подготовкой математически одарённых 
детей, в частности участников и победителей разного 
уровня олимпиад, от школьных до международных. 
Но со временем профессор Акияма пришёл к выводу, 
что гораздо важнее заниматься популяризацией ма­
тематики «не у вершины пирамиды, а у её основания». 
«Спустившись с вершины пирамиды», Джин Акияма стал 
ведущим научно-популярной программы по математи­
ке на главном японском телеканале NHK. Эта программа 
играет важную роль по воспитанию в широких слоях 
японского общества уважительного отношения к науке 
и, особенно, к математике.
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Джин Акияма очень известен в Стране восходящего 
солнца. Это бросается в глаза, когда оказываешься с ним 
на улице или заходишь в кафе, где сэнсэй сразу оказыва­
ется в центре внимания...

Акияма читает до 200 лекций в год в различных 
уголках страны, причём делает это темпераментно и ар­
тистично. Приглашения прочитать лекцию приходят 
от самых разных лиц и организаций: от школьников и 
учителей, от управляющих компаниями и банками, из 
школ, университетов, больниц и даже тюрем. И неизменно 
эти лекции имеют успех.

В 2007 году на Фестивале художественной мате­
матики, организованном Математическим институ­
том им. В. А. Стеклова РАН для московских школьников 
и учителей, Джин Акияма устроил беспрецедентное 
зрелище под названием «Математический цирк». Этот 
спектакль имел грандиозный успех.

Свои выступления Джин Акияма строит не на сугубо 
теоретических лекциях, а на математических опытах, 
которые он ставит, используя многочисленные остро­
умные модели. Некоторые из этих моделей, например 
треугольник Рело, являются материальной реализацией 
общеизвестных идей. Другие же модели были изготовле­
ны по его личным идеям и являются запатентованными 
ноу-хау самого Джина Акиямы. Копии этих моделей и со­
ставляют экспозицию его математического музея.

Хочется надеяться, что педагогический опыт 
Акиямы будет использован и в России. Для изготов­
ления большинства моделей не так уж много и нужно. 
Моделирование своими руками позволяет ребятам не 
только глубже разобраться в конкретной математиче­
ской теме, но и, как хорошо известно, благотворно ска­
зывается на их интеллектуальном развитии.

Н. Н. Андреев, Н. П. Долбилин
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Посвящается Джейви Руису,

с пожеланием научиться любить математику, 
как Итиро,

и

Гисаку Накамуре,

с пожеланием продолжать заниматься математикой 
и после девяноста лет.





1

Математика - 
это
здорово?



№
Ш Ш





И зд а ется  звонок на перемену. 
К площадке со всех сторон сбегаются 
мальчишки.

Итиро высматривает своих друзей 
Дзяя и Кино. Вот они, среди ребят, 
окруживших Кэнтаро. Похоже, они 
полностью захвачены его рассказом.

— Интересно, о чём это он говорит, — 
Итиро подходит поближе.
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— Это было здорово! Я ездил на трёхколёс­
ном велосипеде с квадратными колёсами... 
Сбегал по музыкальной лестнице... Быстрее 
всех съехал с огромной горки... — Кэнтаро рас­
сказывает без умолку.

— Где это он был? — спрашивает Итиро.
— В Математической Стране Чудес, — 

отвечает Кино.
— А, опять Страна Чудес, — говорит Итиро.
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— Почему опять? — удивляется Дзяй.
— Моя бабушка за завтраком только об 

этом и говорила. Она видела её по телевизору. 
Говорит, будто всем ребятам нравится играть 
с этими математическими штуками, — отвечает 
Итиро. И добавляет:

— Не представляю, что там может быть ин­
тересного.

— Зря ты так про математику, — возражает 
Дзяй.

Итиро учится хорошо и легко, но математи­
ка кажется ему скучной. На уроках по этому 
предмету он едва не засыпает. К тому же 
домашние задания по математике отнимают 
слишком много времени от компьютерных 
игр, телевизора и ещё одного его любимого 
занятия — разбирания и собирания игрушеч­
ных роботов.

Кино, как всегда лёгкий на подъём, хлопает 
его по плечу:

— Поехали туда в выходные!
— Я бы тоже хотел съездить, — говорит 

Дзяй.
Вряд ли Итиро поехал бы один, но с друзья­

ми — другое дело.
И вот Итиро, Дзяй и Кино садятся в автобус. 

Вскоре они уже стоят перед обычным двух­
этажным зданием.
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— Вы уверены, что мы не ошиблись? — спра­
шивает Кино.

Он подходит к дому первым, Дзяй и Итиро 
следуют за ним. На двери ребята видят вы­
веску:

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  
СТРАНА ЧУДЕС

Опасаясь разочароваться, они приоткрывают 
дверь.

Изнутри доносятся звонкие и радостные 
детские голоса.



2

Пухлые 
треугольники 
и сплюснутые 
бублики
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У  входа с ними здоровается 
молодая женщина. На её бейдже 
написано имя Кэйко. Ребята сразу 
обращают внимание на её роли­
ковые коньки.

— Странные колёса, — замечает 
Кино, — будто бублики, сплюсну­
тые по краям.

— В центре что-то вроде пух­
лого треугольника, который по­
ворачивается внутри квадрата, — 
добавляет Итиро.

— Причём пухлый треугольник 
везде касается квадрата при вра­
щении колеса, — замечает Дзяй, 
наблюдая за движением роликов.
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— Здорово! Никогда рань­
ше не видел таких колёс, — 
говорит Кино, прикидывая, 
где бы купить себе такие 
коньки.

Но раньше, чем он успевает 
спросить, Кэйко говорит:

— Вы можете взять себе 
такие напрокат, чтобы ездить 
по нашей Стране Чудес.

Она ведёт ребят к стойке, 
где им выдают ролики. Дру­
зьям не терпится попробо­
вать их в действии, коньки 
плавно скользят по полу.

— Как же они устроены? — 
спрашивает Итиро.



— Вы скоро узнаете, — обещает Кэйко, 
провожая ребят к пологому въезду на второй 
этаж.

Она приводит их в зал, где собрано мно­
жество предметов в форме пухлых треуголь­
ников и сплюснутых бубликов. Табличка 
у двери гласит:

КРИВЫЕ ПОСТОЯННОЙ  
ШИРИНЫ
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В одном из углов виден небольшой люк, име­
ющий форму пухлого треугольника, и крышка 
той же формы. Есть и другие люки с крышка­
ми — круглый, квадратный, треугольный, тра­
пециевидный.

Кэйко оставляет ребят с одним из сотруд­
ников.

— Меня зовут Кодзи, — говорит он и предла­
гает:

— Попробуйте подвигать эти крышки и по­
смотрите, что получится.
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Мальчики пробуют крыш­
ки по очереди. Дзяй выбирает 
квадратную.

— Эй, посмотрите, крышка 
проваливается! — зовет он 
друзей.

— Знаешь почему? — спра­
шивает Кодзи.

— Конечно! Сторона квадрата короче диа­
гонали, поэтому, когда я поворачиваю крышку 
вот так, она проваливается.

Из трёх друзей Дзяй самый сообразитель­
ный.

Итиро и Кино заняты своими исследова­
ниями.

— Треугольник и трапеция тоже провали­
ваются, а круг и пухлый треугольник — нет, — 
сообщает Итиро.

— Чем же отличаются эти две фигуры? — 
задается вопросом Кино.

— Они ограничены кривыми постоян­
ной ширины, — говорит Кодзи, показывая на 
плакаты.
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Ширима кривой -  это  расстояние между двумя параллельными 
прямыми, касающимися кривой с противоположных сторон. £сли это 
расстояние одно и то же для всех направлений, то такую кривую 
называют кривой постоянной ширины.

Сначала построим 
равносторонний 
треугольник АВС.

Проведём дугу ВС окружности с центром в точ­
ке А, дугу СА окружности с центром в точке В 
и дугу АВ окружности с центром в точке С.

Поскольку треугольник ДОС равносторонний, эти 
три окружности имеют один и т о т  же радиус. 
Дуги ВС, СА и АВ образуют границу треугольника 
ftM.

—  Треугольник Рело — вот как называется 
пухлый треугольник! — радуется Кино.



Сначала построим 
разносторонний 
треугольник АВС.

'З каждой Зершине про­
должим сходящиеся 3 ней 
стороны на одно и то  же 
небольшое расстояние. 
При атом Зне треугольни­
ка образуются три  угла 
по 60  градусоЗ.

внутри am их углоЗ проЗе- 
дём дугу VE окружности 
с центром 3 точке , дугу 
FG окружности с цен­
тром 3 точке В и дугу 
HI окружности с цен­
тром 3 точке С. Эти три 
окружности имеют оди- 
накоЗый радиус, та к  как 
мы продолжали стороны 
треугольника на одинако- 
Зое расстояние.

ТТроЗедём дугу FE 
окружности с центром 
3 точке С\дугу GH 
окружности с центром 
3 точке А и дугу IV  
окружности с центром 
3 точке В. Эти три  
окруж ности имеют 
одинакоЗый радиус. 
Uce построенные дуги 
образуют криЗую по­
стоянной ширины.
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Для иллюстрации Кодзи вращает несколько 
фигур между двумя параллельными прямыми. 
При этом круг и треугольник Рело касаются 
обеих прямых в каждый момент своего движе­
ния, а квадрат нет.

— Фигуры постоянной ширины ровно 
катятся по плоской поверхности. Чувствуете, 
как гладко движутся ваши коньки?

— А есть другие кривые постоянной ши­
рины? — спрашивает Кино.
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— Принцип Рело распространяется и на пя­
тиугольники, шестиугольники и так далее, — 
отвечает Кодзи. Он показывает стенд, на кото­
ром выставлены монета с Бермудских островов 
в форме треугольника Рело и старинная ан­
глийская монета в форме семиугольника Рело.
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Табличка в другой части зала гласит:

КВАДРАТНОЕ ОТВЕРСТИЕ

— Эта замечательная машина сверлит ква­
дратные отверстия! — объявляет Кодзи.

— Неужели? — сомневается Итиро.
Дзяй и Кино тоже настроены недоверчиво.
— Пусть кто-нибудь из вас подержит этот 

кусок пенопласта напротив резца и проверит, — 
предлагает Кодзи.

Итиро шагает вперёд и внимательно смотрит 
на машину. Его очень интересуют различные 
механизмы. Резец имеет вид пухлого треуголь­
ника. Когда Кодзи включает механизм, Итиро 
замечает, что лезвия движутся вдоль границ 
квадрата. Они перемещаются слева направо 
по верхней стороне, затем вниз по правой 
стороне, справа налево внизу и затем опять 
наверх, точно так же, как пухлый треуголь­
ник в роликовых коньках. Вращаясь, сверло 
касается всей границы квадрата, кроме самых 
угловых точек.

— Ну-ка, подставляй пенопласт, — говорит 
Кодзи.

Итиро так и поступает. Когда машина вы­
ключается, в куске пенопласта действитель­
но остается квадратная дыра, хотя и немного 
скруглённая в углах.
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— Ух ты! — хором говорят мальчики.

Возле следующей машины написано:

ШЕСТИУГОЛЬНОЕ ОТВЕРСТИЕ

Ребята замечают, что резец этой машины 
образует пухлый пятиугольник. Недоверия 
у них уже поубавилось. Они верят, что действи­
тельно увидят шестиугольное отверстие. Чтобы 
окончательно в этом убедиться, Кино помогает 
запустить машину.
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Тем временем Дзяй, который соображает 
быстрее всех, кое-что понял.

— Пухлый треугольник высверливает ква­
дратное отверстие, пухлый пятиугольник вы­
сверливает шестиугольное отверстие. Всё пра­
вильно! Для восьмиугольного отверстия нужно 
семиугольное сверло, и так далее, — говорит 
он с победным видом.

— Именно так, — ободряет его Кодзи.
— А отверстия с нечетным числом сторон вы 

можете делать? — спрашивает Итиро.
— Да, у нас есть резцы для треугольных и пя­

тиугольных отверстий. Но они не имеют посто­
янной ширины, — отвечает Кодзи.

Ребята рассматривают эти лезвия.
— Но есть и кое-что ещё, — сообщает Кодзи.
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Он подводит ребят к ещё одному устройству 
и говорит:

— Это роторная камера внутреннего сгора­
ния — такая же, как в автомобилях.

— Здесь опять пухлый треугольник внутри 
капсулы, — замечает Кино.

— Правильно, и эта капсула называется ци­
линдром двигателя, а треугольник Рело внутри 
него — ротор, — продолжает Кодзи.

— Границей цилиндра является не окруж­
ность, как обычно, а эпитрохоида. В данном 
случае это след середины радиуса круга, 
который катится вокруг другого круга вдвое 
большего диаметра.

Он указывает на плакат, где показаны раз­
личные эпитрохоиды.
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Эпитрохоида
I

Эпитрохоида -  это кривая, описываемая точкой Р, закреплённой 
на круге радиуса Ь, катящемся по окружности радиуса а.

Р



<7 = 1, £=0,2, Л=0,1 *7 = 1, Ь = 0,4е, Л =1,2 <7=1, £=0,6, Л =0,6

<7=1, £=0Д Л =2,6 <7=1, b =0,5, = 0,25
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Кодзи показывает:
— Как вы видите, три вершины ротора ка­

саются цилиндра в трёх точках, образуя три 
камеры. При вращении ротора объём каждой 
камеры поочередно увеличивается и уменьша­
ется.

При расширении камеры вброса в неё втяги­
вается смесь горючего с воздухом. Сокращение 
этой камеры сжимает смесь, при этом она пере­
мещается к свечам зажигания. Они поджигают 
топливо. При его горении газы расширяются 
и толкают ротор. Это вызывает выброс вы­
хлопных газов. Таким образом, процесс вклю­
чает вброс, сжатие, горение и выхлоп. Горение 
создаёт тягу, которая двигает автомобиль, — 
заканчивает Кодзи свой рассказ.

Итиро не понял всех подробностей, но он, 
как и его друзья, теперь уверен, что треуголь­
ник Рело — очень полезная штука.

Они благодарят Кодзи и отправляются даль­
ше, навстречу новым чудесам.
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Замечательные
кривые
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В друг за следующей дверью ребята услышали 
радостные детские возгласы.

— Пойдёмте посмотрим, что там, — предлагает 
Итиро.

— Кажется, что-то интересное, — соглашается 
Кино.

Войдя, они увидели четыре горки, как на детских 
площадках, только побольше. Три из них изогнуты, 
а четвёртая — прямая. Наверху сидят четверо ребя­
тишек, готовясь съезжать наперегонки.
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— Конечно, первым будет тот, что на прямой 
горке, — говорит Кино. — Ведь известно, что 
самое короткое расстояние между двумя точ­
ками — по прямой.

Итиро и Дзяй не разделяют его уверен­
ности.

— Давайте посмотрим, — осторожно говорит 
Дзяй.

Подают сигнал, и участники катятся вниз. 
Первым приезжает мальчик со второй горки 
слева. Как только все спустились, места наверху 
занимает следующая четвёрка.

И снова друзья видят, что побеждает скатив­
шийся по второй горке.

— Это совпадение или нет? — размышляет 
Итиро.

Мальчики наблюдают третий спуск, и ре­
зультат опять тот же самый.
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— Почему? — переглядываются они.
Сотрудника, который проводит состязание, 

зовут Мики. Он в очередной раз приглашает же­
лающих скатиться, и трое друзей вызываются 
участвовать. К ним присоединяется ещё один 
мальчик. Ребята снимают свои ролики, и Мики 
взвешивает каждого. Более лёгким он даёт до­
полнительный груз, чтобы вес ребят стал оди­
наковым. Затем он выдаёт всем коврики, сидя 
на которых надо спускаться.

Каждый хочет попасть на вторую горку, но 
Мики определяет на неё Итиро.
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Как и следовало ожидать, Итиро спустился 
раньше всех. Ребята просят Мики:

— Объясните нам, пожалуйста, почему!
— Потому что вторая горка имеет форму ци­

клоиды.
Он подводит их к плакату на стене.
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Циклоида -  это  кривая, которую описывает выбранная точка окружности, 
катящейся по прямой линии.

Скатиться из одной точки в другую можно по многим кривым. 1а кривая, 
по которой можно скатиться з а  наименьшее время, называется брахисто­
хроной. Швейцарский математик Иоганн Бернулли в 1696 г. открыл, что 
брахистохроной является циклоида.

Это свойство циклоиды было откры то голландским ученым Христианом 
Гюйгенсом в 1673 г. Он использовал его в конструкции первых маятнико- 
вых часов, "в них маятник качается между дугами перевернутой циклоиды, 
поэтому период его качания не зависит от размаха.

Перевернутая циклоида имеет ш 1  
одно свойство, ‘время, з а  которое 
точечная масса, двигаясь по ней 
под действием силы тяж ести , 
достигает нижней точки, одно и 
то же независимо от точки начала 
движения. Кривая, обладающая 
этим свойством, называется may- 
тохроной.



— Не могли бы вы это объяснить?
Дзяй имеет в виду утверждение на плакате, 

что циклоида обладает особым свойством: 
время, которое требуется телу для достижения 
нижней точки, не зависит от начальной точки 
на циклоиде.

— Хм, для настоящего объяснения нужны 
дифференциальные уравнения... Лучше я вам 
просто покажу, — предлагает Мики.

Они возвращаются к горкам.
— Пусть кто-нибудь из вас заберётся на 

вторую горку и по моей команде съедет вниз. 
Я засеку время, которое занимает спуск.

Кино вызывается участвовать в эксперимен­
те. Он спускается за 1,34 секунды.

— А теперь съезжай ещё раз, но не с самого 
верха, а примерно с четверти пути вниз.

Кино так и делает. В этот раз время тоже 
1,34 секунды.

— Поразительно, — говорит Итиро.
Дзяй молчит, но его лицо выражает то же 

самое.
— Попробуй ещё раз, но с середины, — пред­

лагает он.
Результат этой попытки опять 1,34 секунды. 

Дзяй запоминает: таутохрона.
Кино рад, что в опыте участвовал именно он.
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Прощаясь с Мики, друзья замечают в другой 
части зала какую-то очередь. Кино идёт узнать, 
что там, и быстро возвращается.

— Это тот самый трёхколёсный велосипед 
с квадратными колёсами, о котором рассказы­
вал Кэнтаро!

Кино становится в очередь, а Дзяй с Итиро 
подходят посмотреть поближе.
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— Он, конечно, едет, но посмотри, по какой 
дороге. Она вся неровная, — замечает Итиро.

— Тоже, наверно, какая-нибудь особая 
кривая, — предполагает Дзяй. — Интересно, 
едет ли он по другим дорогам?

Их разговор слышит один из сотрудников, 
Хиро, и пробует объяснить:

— Чтобы квадратное колесо могло гладко 
ехать, требуется соблюдение некоторых усло­
вий. Длина стороны колеса должна быть 
равна длине дуги кривой. Сторона колеса при 
движении является касательной к кривой. 
При этом центр колеса должен двигаться 
по прямой.
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Хиро подводит ребят к экрану компьютера, 
на котором показано движение квадратного 
колеса по такой дороге.

— Полотно дороги образовано перевёрну­
тыми цепными линиями, соединёнными друг 
с другом, — говорит он.

— Что такое цепная линия? — спрашивает 
Итиро.

— Это кривая, которую образует провисаю­
щая цепь или верёвка, закреплённая с двух 
концов, — объясняет Хиро.
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На экране компьютера они видят и другие 
многоугольники, катящиеся по дорожкам из 
перевёрнутых цепных линий.

— Глядите, пятиугольники и шестиугольни­
ки тоже годятся, — говорит Итиро.

— Но цепные линии становятся менее выпу­
клыми, — замечает Дзяй.
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— А для правильных многоугольников с ещё 
большим числом сторон это работает? — инте­
ресуется Итиро.

— Да, но чем больше сторон, тем больше пра­
вильный многоугольник становится похож на 
круг, а цепные линии — на прямую, — объясняет 
Хиро.

Дзяй молча обдумывает тот факт, что при 
увеличении числа сторон форма правильного 
многоугольника приближается к кругу.

— У меня для вас есть задача, — объявляет 
Хиро. — Равносторонним треугольником колесо 
быть не может — догадайтесь почему!

Заинтригованный Дзяй запоминает эту 
задачу.

Прокатившись на необычном велосипе­
де, Кино возвращается к друзьям. Он хлопает 
Итиро по плечу:

— Здорово! Только педали крутить трудно­
вато.

Ребята подходят к плакату, посвящённому 
клотоиде — ещё одной кривой, пока им незна­
комой.
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Клотоида -  это  двойная спираль, кривизна 
которой р а с т ё т  с расстоянием от начала 
координат.

Луга клотоиды обеспечивает наиболее 
Гладкое соединение прямой и дуги окружно­
сти, поэтому её применяют при проектиро­
вании автомобильных и железных дорог. Дуги 

клотоиды также используются в технике при 
проектировании движений роботов.

Современные аттракционы  типа «американских 
горок» используют в своих траекториях петли из 
дуг клотоиды, а  не круговые петли, как раньше. £сли 
петля круговая, то  вверху вагончики сильно замед­
ляются и для прохождения петли требуется значи­
тельная начальная скорость. “Поэтому в конце петли 
скорость вагончиков слишком велика. Эту проблему 
решает петля на основе клотоиды, у которой меньший 
радиус кривизны наверху и больший внизу.



Итиро особенно заинтересовало упоминание 
о робототехнике. Кино вспомнил своё катание 
на аттракционе «Иидзянайка1».

1. Аттракцион 
типа «аме­
риканские 
горки» из 
парка развле­
чений Fuji-Q 
Highland в 
Японии, где 
пассажиры 
подвергаются 
четырнадцати 
переворотам 
вниз головой 
(три перево­
рота рельсов 
и одиннадцать 
переворотов 
сидений).

Он спрашивает:
— А петли на «Иидзянайке» — это окружно­

сти или клотоиды?
— Наверняка клотоиды, — говорит Итиро.
Дзяй спрашивает:
— А почему клотоидные петли безопаснее?
— Это физика, взаимодействие скорости, цен­

тростремительного ускорения и силы тяжести, 
— пробует объяснить Хиро.

Физика ещё остается для мальчиков белым 
пятном, и больше они пока не спрашивают.
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У  одного из залов выстроилась очередь. 
На двери ребята видят вывеску:

ЗАЛ ПИФАГОРА

— Что такое пифагор? — спрашивает Кино.
— Не что, а кто, — поправляет Итиро.
— Это греческий математик, очень древний, — 

объясняет Дзяй.
— Наверно, очень умный, если целый зал так 

назвали, — говорит Кино.
Пока ребята стояли в очереди, они разгля­

дывали зал. Там всё цветное. Ярко окрашенные 
стены контрастируют с полом цвета слоновой 
кости.

— Смотрите, весь пол вымощен треугольни­
ками, — замечает Итиро.

— Прямоугольными равнобедренными треу­
гольниками, — уточняет Дзяй.

Наконец они попадают внутрь. На самом 
видном месте висит портрет Пифагора.
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f e e  есть число"
Пифагор

Сок. 5JO - 500 г. Зон.9.)

'Пифагор дыл одним из самых влия- 
тельных мыслителей Древнего мира. 
f  городе Кротоне на tore Италии он 
основал свою знаменитую школу, где 
под его руководством изучали теорию 
чисел, геометрию, музыку и астроно­
мию. О результатах пифагорейцев в 
теории чисел позднее написал Евклид 
в книгах VII, VIII и IX своих «Начал».
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— «Всё есть число» — как это? — удивляется 
Кино.

Его слова слышит сотрудница зала, Михо. 
Она подходит и объясняет:

— Пифагор верил, что всё на свете связано 
с числами. Поэтому он и его последователи счи­
тали, что, изучая свойства чисел, можно разга­
дать все тайны мироздания.

С одной стороны зала установлены странные 
вращающиеся устройства. Вокруг них собралась 
целая толпа детей. Кино протискивается впе­
ред, Итиро и Дзяй тоже стараются пробраться 
поближе.

В середине первого устройства — прямоу­
гольный треугольник, к каждой его стороне 
прикреплён квадрат. Внутрь налита окрашен­
ная жидкость.

Когда конструкция поворачивается, жид­
кость перетекает из двух меньших квадратов 
в большой.
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В тот самый момент, когда большой квадрат 
оказывается наполнен до конца, два других 
совсем пусты.

На табличке рядом с устройством написано:

ТЕОРЕМА ПИФАГОРА
X2 + у2 = Z2

— И какое отношение это равенство имеет 
к треугольнику и квадратам? — спрашивает 
Кино.

Итиро думает. Наконец он говорит:
— хи у  обозначают длины катетов, a z — 

длину гипотенузы.
— х2и у2 — это площади квадратов на катетах, 

a z 2 — площадь квадрата на гипотенузе, — про­
должает Дзяй, — так что теорема утвержда­
ет, что площади квадратов на катетах, взятые 
в сумме, равны площади квадрата на гипотену­
зе. Например, если

х=3,у = 4и z = 5, то 9 + 16 = 25.

Итиро добавляет:
— Вот почему, когда жидкость наполняет 

большой квадрат целиком, маленькие квадраты 
пусты.

— A-а, понятно, — говорит Кино.
— Теорема Пифагора утверждает, что это 

верно для любого прямоугольного треугольни­
ка, — добавляет Михо.



Дзяй подумал, что надо не забыть проверить 
эту формулу на разных прямоугольных треу­
гольниках, когда он вернется домой. Итиро 
больше интересует то, каким образом всё по­
ворачивается и как окрашенная жидкость пере­
текает туда-сюда. Он долго стоит и наблюдает 
за этим. А Кино уже идёт дальше.

Во втором устройстве всё то же самое, только 
вместо жидкости между квадратами перемеща­
ются цветные пластиковые кусочки.

— А как квадраты разбиваются на кусочки? — 
спрашивает Дзяй.

Михо подводит ребят к плакату, на котором 
показано разбиение.
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— Удивительно, как Пифагор всё это при­
думал, — говорит Итиро.

— По легенде, ему 
пришла в голову эта 
идея, когда он рассма­
тривал мозаичный пол 
в храме. Его рисунок  
был подобен тому, что у 
нас на полу. Вы можете 
увидеть в этих плитках 
иллюстрацию теоремы 
Пифагора?

Ребята внимательно смотрят на пол. Посте­
пенно они начинают видеть нужную картинку. 
Итиро обводит её пальцем.

— Глядите-ка, на остальных штуковинах нет 
квадратов, — замечает Кино.

Итиро и Дзяй поворачиваются, чтобы по­
смотреть. Остальные устройства сделаны ана­
логично, с прямоугольными треугольниками 
в середине.

£
Но на их сторонах ребята видят не квадраты, 

а полукруги, пятиугольники и даже слонов!



— Теорему можно обобщить: эти соотноше­
ния для площадей сохраняются при замене 
квадратов любыми подобными фигурами, — 
рассказывает Михо.

— Как это получается? — пораженно спраши­
вает Дзяй.

Михо ведет ребят к доске и объясняет:

— Вы замечали, как уменьшает изображение 
копировальная машина? Допустим, у меня есть 
фигура с площадью Л, и я хочу, чтобы она была 
уменьшена на 20 процентов.

Она рисует на доске.
— Тогда полученная фигура будет подобна 

исходной, а её площадь будет t 2A, или (0,8) 2Л, — 
продолжает она. — Если я буду увеличивать 
фигуру, всё будет аналогично.

-------1 --------

ПлошаЭь
--------  t =0,8-
Площадь = Х  г 0,«2W
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Михо продолжает рисовать на доске.
— На сторонах прямоугольного треуголь­

ника я строю фигуры, подобные исходной. 
Отношение площадей зависит от отношения 
сторон треугольника. Теорема Пифагора 
утверждает, что

X 2 + у 2 = Z 2,

так что

х 2 А + у 2 А = (х2 + у2)А = z2A.

— То есть каковы бы ни были фигуры на 
сторонах треугольника, если только они
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подобны друг другу, а их линейные размеры 
пропорциональны сторонам треугольника, то 
сумма площадей фигур на катетах будет равна 
площади фигуры на гипотенузе, — кивая голо­
вой, подытоживает Дзяй.

— Именно так! — говорит Михо.

В зале Пифагора ребята замечают ещё одно 
устройство. В нём движутся две игрушечные 
машинки. Одна ездит вверх и вниз по прямой 
горке, а другая — по винтообразной горке 
внутри цилиндра.

— А это что? — спрашивает Кино.
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Это демонстрация того, как можно изме­
рить длину спирали, — объясняет Михо. — 
Посмотрите на машинки. Они начинают съез­
жать одновременно и двигаются с одинаковой 
скоростью. Их движение управляется вот этим 
механизмом.

— Машинки приезжают вниз одновремен­
но. Это значит, что длина спирали равна длине 
этого прямого бруска, — делает вывод Итиро.

— Точно, — подтверждает Михо.
Итиро внимательно следит за механизмом, 

который заставляет машинки ездить.
— А какое отношение это имеет к Пифа­

гору? — спрашивает Кино.
— Представьте себе, что вы распрямляете 

витки спирали, — говорит Михо. — Обозначим 
высоту цилиндра h, а радиус его основания г. 
Пусть спираль оборачивается вокруг цилиндра 
п раз; в нашей модели п=4, — продолжает она, 
рисуя на доске.
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— Ширина каждой развернутой секции спи­
рали равна окружности основания цилиндра. 
Если мы составим вместе все развернутые сек­
ции так, чтобы диагонали образовали прямую, 
то получится прямоугольный треугольник с ка­
тетами длины h и п2пг.
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— Я понял, — говорит Дзяй. — Тогда по теоре­
ме Пифагора длина спирали равна

\ / ( п 2 т т г  У  + И2 .

— Совершенно верно! — восклицает Михо, 
поражаясь, как быстро Дзяй усваивает её объ­
яснения.

Его друзья воспринимают это как долж­
ное. Они привыкли, что Дзяй схватывает всё 
на лету.
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Математика
музыки
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Е щ ё из комнаты Пифагора ребята слышат, 
что откуда-то доносится музыка. Они видят 
указатель:

*
М У ЗЫ К А Л Ь Н А Я  КО М Н АТ А

Стрелка указывает на винтовую лестницу 
необычного вида. Все её ступеньки разной 
длины; некоторые из них покрыты ковролином. 
Консультант по имени Ясу просит ребят спу­
скаться по лестнице по одному. Как всегда, Кино 
вызывается идти первым. Оказывается, когда 
он наступает на ступеньку, звучит какая-то 
музыкальная нота, у каждой ступеньки своя. 
Так что при движении вниз получается целая 
мелодия.

Итиро и Дзяй собираются спускаться вслед 
за ним, но им интересно посмотреть, что будет, 
если один пойдет первым, а другой будет 
следовать на расстоянии нескольких шагов. 
Они спрашивают Ясу, можно ли так идти. 
Он разрешает, но то, что ребята слышат, им 
не нравится.

По музыкальной лестнице мальчики спусти­
лись вниз на два этажа и оказались в подвале. 
Там висели два плаката, один об этой лестнице, 
другой — о связи математики и музыки.
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Музыкальная лестница

Ксилофон -  это музыкальный инстру- 
мент, составленный из деревянных 
пластинок различной Элины, прикре- 
пленных к основанию. Алины пластинок 
подобраны так, чтобы их звучание со- 
ответствовало определенным нотам. 
Играют на ксилофоне при помоши двух 
молоточков.

Наша музыкальная лестница устроена 
по принципу ксилофона. Ступеньками 
являются деревянные бруски различной 
Элины, производящие разнообразные ноты. 
1ак что иЭуший Эн из по лестнице слышит 
простую мелоЭию.

"взаимосвязь Элины пластинок ксилофона 
и высоты звука была известна ешё 
'Пифагору. Он изучал звучание струн 
различной Элины и натяжения. Пифагор 
созЭал музыкальный инструмент с оЭной 
струной -  монохорЭ. 'Такой инструмент 
производит звуки различной высоты, когда 
струну зажимают в какой-либо точке 
и дёргают, "выбором этой точки и опреде­
ляется высота звука.

70



А

1б<гб -1716)

Леиониц u Исаак Ньютон считаю тся ро-
доначальниками математического анализа. 
Но и вне математики Лейбниц сделал очень 
много. "Ь частности, он £ыл дипломатом, 
историком и философом. £го часто называют 
последним универсальным ученым.
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В глубине зала стоит рояль. Девушка, кото­
рую зовут Чи, играет на нём гаммы и объясняет 
взаимосвязь нот.

— Я буду извлекать разные созвучия, а вы 
сообщайте мне, какие из них благозвучны. 
Хлопайте в ладоши, если созвучие приятно для 
вашего слуха.

Она играет до-ми-соль. Все хлопают.
Аккорды звучат один за другим. Дети хло­

пают снова, когда Чи проигрывает до-фа-ля 
и си-ре-соль, переходя с первой октавы на вто­
рую.
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— Давайте расположим ноты по кругу, — 
говорит она, подводя их к рисунку. — А теперь 
снова посмотрим на гармоничные созвучия. На 
сколько отстоят друг от друга входящие в них 
ноты?

— 4 - 3 - 5 для до-ми-соль, — говорит Кино.
— 3 - 4 - 5 для ре-фа-ля, — добавляет кто-то 

ещё.
— 3 - 5 - 4 для си-ре-соль, — раздается ещё 

один голос.
— Эти тройки чисел ничего вам не напоми­

нают?
Дзяй сосредоточенно думает, а затем го­

ворит:
— Это длины сторон прямоугольных треу­

гольников.
— Совершенно верно! — радуется Чи. Она 

достает несколько прямоугольных треугольни­
ков со сторонами 3, 4 и 5.
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«t-3-5 3-54 34-5

— Неужели гармонические созвучия имеют 
отношение к теореме Пифагора? — громко удив­
ляется Кино, поражённый тем, что подобные 
вещи могут быть связаны.

— Конечно, имеют, — с улыбкой говорит Чи.
Итиро спрашивает:
— А что если сыграть аккорд с нотами, от­

стоящими друг от друга на 4 - 3 - 5, но начиная 
с до-диез? Тогда тоже получится гармоничный 
звук?

— Попробуйте, — предлагает Чи.
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Кино проигрывает на рояле аккорд 
до-диез - фа - соль-диез. Дети хлопают. Они сно­
ва окружают рояль и по очереди пробуют дру­
гие созвучия.

— Обратите внимание, — добавляет Чи, — что 
аккорды 4 - 3 - 5  звучат радостно, а аккорды 
3 - 4 - 5 — грустно.

Чтобы проверить слова Чи, мальчики идут 
к огромному круговому ксилофону и пробуют 
на нём аккорды одного и другого типа.
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Математика
игры
в пачинко2

2 Игровое устройство, гибрид пинбола и игрового автомата. 
Игрок управляет движением шариков, которые должны 
проходить через ряды штырьков

81



82



Из музыкального зала ребята переходят 
в другой большой зал, в котором выставлено 
множество интересных вещей.

Прямо на полу лежит большой деревян­
ный предмет. У него округлое основание, 
как у качающейся детской кроватки. Сверху 
доска со множеством штырьков, расположен­
ных аккуратными рядами. С одной стороны 
от штырьков — отделение, в котором лежат 
пластмассовые шарики, с другой — продольные 
желобки.

Ребята понятия не имеют, что это такое. Они 
опускаются на корточки, чтобы рассмотреть 
предмет получше. По горизонтали штырь­
ки расставлены с одинаковым интервалом. 
Каждый горизонтальный ряд сдвинут относи­
тельно предыдущего на половину интервала.

— Похоже на пачинко, — наконец говорит 
Кино.

К ребятам подходит один из сотрудников 
зала, Норио.

— Наклоните его, чтобы отделение с шари­
ками было повыше, — предлагает он.

Итиро и Дзяй наклоняют устройство.
— А теперь откройте задвижку, чтобы шари­

ки скатывались.
Кино открывает дверцу. Ребята смотрят, как 

шарики катятся вниз.
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Когда все шарики оказываются в верти­
кальных желобках, ребята видят что-то вроде 
горы.

Заинтригованные, ребята повторяют всё 
снова. Перед этим Кино наклоняет устройство 
в обратную сторону, чтобы шарики вернулись 
в исходное положение.

— Похожее расположение, — констатирует 
Итиро.

— Оно называется нормальным распределе­
нием, — говорит Норио.
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Они повторяют опыт ещё трижды — с тем 
же результатом. Теперь уже Дзяй наблюдал за 
шариками более внимательно. Шарик, попада­
ющий на штырёк, может скатиться налево или 
направо с одинаковой вероятностью.

— Почему шарики всегда располагаются 
именно так? — спрашивают Кино и Итиро.

— Это связано с расположением штырьков? - 
интересуется Дзяй.

— Связано.
Видя их интерес, Норио ведёт ребят к доске 

и рисует диаграмму.

- I

А ч з
А А
* 5 i

А А А
Ч  S  9  - 1 0
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— Выкатываясь из дверцы, шарик попадает 
прямо на средний штырёк. После удара он может 
свалиться налево или направо с одинаковой ве­
роятностью. Можно сказать, что вероятности 
относятся как 1: 1. Тогда для двух штырьков под 
ним отношение вероятностей попадания шарика 
левее, между или правее будет 1 : 2 : 1 .

На это можно посмотреть с другой точки зре­
ния, считая возможные пути шарика. К штырь­
ку номер 2 ведёт один путь, к штырьку номер 3 
тоже один. Теперь посмотрим на следующий ряд. 
К штырьку номер 4 ведёт один путь, к штырьку 
номер 5 — два, к номеру 6 — один. Идём дальше: 
один путь к штырьку 7, по три к штырькам 8 и 9, 
один к штырьку 10. Чем ниже мы опускаемся, тем 
более растут числа в середине, поэтому всё боль­
ше шансов, что шарики попадут в отделения око­
ло центра.

Норио продолжает писать на доске.
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— А теперь я запишу количества путей вот 
так. Узнаёте? — спрашивает он.

а

а  а

А 2 А

- 1 3  3 - 1

А 6 А

— Эти числа в треугольнике выглядят очень 
знакомо... Ребята, где мы их видели? — пытается 
вспомнить Кино.

— Это треугольник Паскаля, — отвечает 
Итиро.

— В математике удивительно много взаимос­
вязей, — говорит Норио. — Треугольник Паскаля 
возникает в самых разных задачах.
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НОД/НОК-
машина
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Смотрите! — зовет Итиро. — Эта машина ав­
томатически считает НОД и НОК.

Ребята только что проходили по математи­
ке наибольший общий делитель и наименьшее 
общее кратное, так что устройство их очень за­
интересовало.

— Правда только для тех чисел, простые 
делители которых 2, 3 и 5, вот тут написано, — 
добавляет Итиро, указывая на табличку.

— Хорошо, — говорит Кино, — и что надо 
делать?

91



Ребята читают инструкцию.
«1. Выберите два числа и разложите их на 

простые множители».
Мальчики выбирают

а = 90 = 2 х З х З х 5  

Ь = 2 4 = 2 х 2 х 2 х З .
«2. На столе имеются шары с надписями 2, 3 

и 5. Для каждого числа выберите шары, соот­
ветствующие разложению».

«3. Поместите шары для первого числа 
в одну трубу, а для второго — в другую».

Ребята выполняют всё по инструкции. Они 
наблюдают, как шары проваливаются в соеди­
нённые с трубами ячейки. Когда шары занима­
ют свои места, ячейки приходят в движение, 
а затем останавливаются.

«4. Чтобы получить НОД, возьмите шары 
из ячеек наверху и перемножьте написанные 
на них числа. Чтобы получить НОК, проделайте 
то же самое с шарами из нижних ячеек».

Так мальчики получили, что
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НОД = 2x 3  = 6,

НОК = 2 х 2 х 2 х З х З х 5  = 360.

Они видят, что результат правильный, 
но Итиро хочет узнать, как работает это устрой­
ство. Он подходит к консультанту, которого зо­
вут Минору.

Минору доброжелательно объясняет:
— Когда вы помещаете шары в трубу, прежде 

всего они сортируются по размеру. Вы, навер­
ное, заметили, что шары с двойкой чуть меньше 
шаров с тройкой, а с тройкой чуть меньше, чем 
с пятеркой.

За трубой находится пластина с тремя отвер­
стиями, соответствующими размерам шаров. 
Отверстия расположены по возрастанию диа­
метра, так что через первое могут проскочить 
только шары с двойкой, через второе — только
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шары с тройкой и так далее. Шары одного 
размера, приходящие от двух чисел, попадают 
в ячейки на разных концах рычага, подобного 
детским качелям. Он поднимает вверх ячейки 
с меньшим количеством шаров, а с большим — 
опускает вниз.

— И тогда верхние ячейки будут содержать 
множители, общие для двух чисел, так что, 
перемножив их, мы получаем НОД, — делает 
вывод Итиро, довольный, что сразу понял объ­
яснение. — А нижние ячейки будут содержать 
каждый из множителей, встречающихся в обоих 
числах, в наибольшем возможном количестве, 
так что их произведение даёт НОК.

— Полезное устройство, — говорит Кино. — 
Вот бы нам такое на урок!

Дзяй не успокаивается:
— А что если мы выберем два числа так, что 

кратности какого-то из простых множителей 
будут совпадать?

— Действительно, — поддерживает его 
Итиро, — что если задать

а - 90 = 2 х
b - 60 =2x
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— Тогда этот множитель войдет как в НОД, 
так и в НОК, — отвечает Минору. — Как раз 
для этого случая к правым ячейкам добавлен 
очень маленький вес, и они будут немного 
ниже левых. Этот вес так мал, что в остальных 
случаях он не будет ни на что влиять.

Ребята проверяют сказанное, задав машине 
числа 90 и 60.

Действительно, правая ячейка с одним 
шаром 5 оказывается немного ниже, чем левая 
с таким же шаром.

Итак, НОД = 2 X 3 X 5 = 30,

НОК = 2 х 2 х З х З х 5 =  180.
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Итиро очень впечатлён увиденным. Он го­
ворит:

— Теперь я понимаю формулу

ах  Ь = НОД х НОК,

которую мы проходили на уроке.
— А как ты её понял? — спрашивает Кино.
— Все шары, которые мы кладем в трубы, по­

падают либо в НОД, либо в НОК. Поэтому, пере­
множив их, мы и получаем произведение исхо­
дных чисел, — объясняет Итиро.

Минору рад, что замечательная машина по­
могла ребятам понять школьный материал. 
Друзья благодарят его и отправляются дальше.
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Баумкухен3, 
спагетти 
и арбуз

3.Традиционный немецкий пирог.
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В  зале есть ещё множество интересных 
вещей. На одном из столов с табличкой

ПЛОЩ АДЬ КРУГА

лежит объект, похожий на круглый немецкий 
пирог.

— Баумкухен, — говорит Кино.
На самом деле диск образован намотанной 

во много слоёв застёжкой-липучкой.
К ребятам подходит девушка-консультант 

по имени Кё и спрашивает:
— Знаете, как посчитать площадь круга?
— Нет, — отвечают они.
— Мы ещё не проходили этого в школе, — 

объясняет Кино.
— А площадь треугольника?
— Это мы только что проходили, — вызыва­

ется Итиро. — Половина произведения длины 
основания на высоту.

— Правильно, — говорит Кё. — А если мы 
чего-то не знаем, надо постараться свести 
задачу к тому, что знаем.
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Поэтому сейчас мы сделаем из этого круга 
треугольник.

Она разрезает баумкухен вдоль радиуса, раз­
ворачивает и получает подобие треугольника.

— Теперь вместо площади круга будем искать 
площадь этого треугольника.

Какова длина его основания? — спрашивает Кё.
— Это периметр круга. Но его формулу мы 

тоже не проходили, — говорит Дзяй.
— Я вам её скажу, — говорит Кё. — Периметр 

круга равен 2ш, где г — радиус и 7Г — особая 
константа, приблизительно равная 3,14.

— Высота треугольника — это радиус круга. 
Таким образом, если основание треугольника 
равно 27гг, то его площадь равна

j  х 2itr х г = irr2f -

заключает Итиро.



— Отлично! Надеюсь, вы не забудете эту фор­
мулу, раз сами её вывели.

Но Дзяй не вполне убеждён.
— Эта фигура напоминает треугольник, но 

её края ступенчатые. Разве это не имеет значе­
ния? — спрашивает он.

— Хорошо, давайте представим, что слои 
очень тонкие, как бумага, — отвечает Кё. Она 
подводит ребят к доске и рисует на ней чертёж.

— Длина основания треугольника, как мы 
уже знаем, равна 27гг, где г — радиус исходного 
круга. Рассмотрим часть исходного круга — 
меньший круг с тем же центром. Обозначим его 
радиус х ( хменьше, чем г). Периметр меньшего 
круга равен у  = 2пх. Таким образом, значения у 
всегда пропорциональны х.



И если значения х меняются вдоль радиуса 
непрерывно, то и значения у меняются непре­
рывно. И тогда ступеньки на сторонах АВ и ВС 
исчезают.

Дзяй понимающе кивает.
На соседнем столе стоит ещё одна модель. 

В ней наверху укреплена полусфера, поверх­
ность которой обмотана тонкой прозрачной 
трубкой. Трубка спускается ниже и покрывает 
поверхность двух кругов, укреплённых под 
полусферой. Радиусы кругов равны радиусу 
полусферы.
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На табличке рядом написано:

ПЛОЩ АДЬ СФЕРЫ

— А это миска и две тарелки спагетти, — 
шутит Кё.

Она накачивает в трубку синюю жидкость — 
ровно столько, чтобы трубка, покрывающая 
поверхность полусферы, была заполнена. Затем 
Кё даёт жидкости стечь вниз. Когда круги 
полностью заполняются жидкостью, трубка, 
обматывающая полусферу, становится пустой.



Во время этого опыта Дзяй вспоминает зал 
Пифагора.

— Я понял! Можно я напишу, что это зна­
чит? — вызывается он.

Площадь г  |усфг* ы = 2 х площадь к- ™а

— Да, если они одного радиуса, — уточняет 
Кё.

— Следовательно,

Площадь сферы = 4 х площадь круга = 4тгг2,

продолжает Дзяй.
На следующем столе табличка:

ОБЪЁМ ШАРА

На столе лежит деревянный шар, раскрашен­
ный под арбуз.

Итиро обнаруживает, что его можно разде­
лить на пирамидки.

— Он нарезан, как для еды, — замечает Кино.
Итиро и Дзяй задумчиво смотрят на модель.
— Значит, объёмы кусков в сумме дают объём 

арбуза, — говорит Итиро.
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— Именно, — одобрительно говорит Кё. — Весь 
арбуз представляет собой шар, а куски — это 
пирамидки, высоты которых равны радиусу 
шара.

— Вам придётся помочь нам ещё раз, ведь мы 
не знаем формулы объёма пирамиды, — просит 
Дзяй.

Объем п и р а м и д ы  = j  х в ы сота  х п л ощ ад ь  осн ов ан и я ,

отвечает она. — В данном случае высоты всех 
пирамид равны г. Поэтому объём шара равен 
произведению 1/3 на г и на сумму площадей 
основания всех пирамид.

— Но сумма площадей оснований всех 
пирамид — это площадь сферы, — произносит 
Итиро.

— И мы уже знаем её формулу из предыдуще­
го объяснения, — вспоминает Дзяй. — Тогда

1 4ТТр ̂
объём шара = j  х г х 47Гг2 = — .
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Итиро и Дзяй гордятся, что смогли вывести 
формулы. И хотя Кино ничего не говорил, он 
внимательно слушал и всё понял.

— Баумкухен, спагетти, арбуз... Прямо аппе­
тит разыгрался. Пойдём обедать! — предлагает 
Кино.
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]\^альчики очень проголодались, но им 
не хочется тратить на обед много времени.

— Давайте быстренько перекусим, чтобы 
осталось побольше времени на осмотр, — 
предложил Итиро.

— Простите, где тут можно поесть? — спра­
шивают они проходящего мимо сотрудника.

— Вон там, — указывает он на вход в кафе.
Ребята заходят и видят множество автома­

тов по продаже еды.
Работница кафе говорит им, что для авто­

матов нужно купить жетоны. При виде жето­
нов мальчики оживляются.

in



— Фигуры постоянной ширины! -  замечает 
Итиро.

Ребята подходят к автомату и опускают 
жетон. Им хорошо видно передвижение жетона 
в автомате.

— Интересно, почему они решили сделать 
такие жетоны? — удивляется Кино.

— Наверное, чтобы показать, что для этих 
автоматов они ничуть не хуже круглых, — пред­
полагает Дзяй.
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В одном из автоматов они обнаруживают 
онигири4.

— Пухлый треугольник! — радуются ребята.
Купив себе еду и напитки, они идут в обе­

денный зал и садятся за столик. На стене на­
против вывешены на плакатах математические 
задачи на кулинарную тему.

За едой ребята начинают обсуждать первую 
задачу, рисуя на бумажных салфетках.

4. Традиционный японский рисовый шарик, имеющий 
форму треугольника Рело.
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Что Вы Выберете: одну большую nuuuy L или дВе меньших 
S и ДА?

— Эти квадраты напоминают мне теорему 
Пифагора, — замечает Кино.

— Точно, а что если расположить их вокруг 
прямоугольного треугольника и посмотреть, 
как они подходят друг другу? — говорит Итиро.

Так у них получается решение.
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сторона к&зЭрзта L 
больше гипотенузы

м
то плошать (5  + М) < плошали L, 
тогда выбираем L.
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Pro верх u боковыестороны покрыты глазурью. 
Разделите т о р т  на три куска равного объёма так, 
что£ы горизонтальное сечение каждого куска £ыло 
четырёхугольником и количество глазури на каждом 
куске дыло одинаковым.

Прямоугольный тор т  имеет указанные размеры.

Хотя на стене есть и другие задачи, мальчи­
ки выбирают задачу про торт.

— Может быть, сначала поровну разделить 
глазурь? — предлагает Дзяй. — Это означает 
разделить периметр прямоугольника на три 
равные части.
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Ребята начинают вычислять.
Начиная из одного угла, они делят периметр 

на равные части:

периметр = (2x45) + (2x30) = 150, 
150 : 3 = 50

20 В 25

30

А *5

25

С

—  Площадь прямоугольника равна

30 х 45 = 1350,

так что площадь верха каждого куска должна 
быть

1350 : 3 = 450, -

говорит Итиро.

117



8X1



— Также мы знаем, что для того, чтобы 
содержать одинаковое количество глазури, 
один кусок должен включать край пирога от В 
до С, другой от С до Л и третий от А до В, — 
говорит Кино.

— Как определить четырёхугольник, содер­
жащий край пирога от А до В? — спрашивает 
Итиро.

— Две его других стороны должны быть 
внутри прямоугольника, — размышляет Дзяй.

— А для каких четырёхугольников мы можем 
легко найти площадь?

— Наверное, для трапеций, — говорит Итиро.
— Тогда попробуем, — говорит Дзяй.
Он рисует на чертеже точку Р и говорит:
— Мы должны найти точку Р так, чтобы 

площадь четырёхугольника равнялась 450.
— Надо использовать формулу для площади 

трапеции, — предлагает Итиро.
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или

|(b, + b2)h = 450,

{(30  + Ьг)20 = 450

Они решают это уравнение для и опре­
деляют, что Ь2 =  15. Итиро переносит точку Р 
в правильное место.

— Точно так же мы можем построить тра­
пецию, периметр которой включает участок 
от В до С, — говорит Дзяй.

Записав равенство

{(25  + Ьг)25 = 450,

ребята получают, что Ь2 = 11. Они ставят 
на рисунке точку Q.

— У нас получилось три куска, в которых 
поровну и пирога, и глазури, но третий кусок 
не четырёхугольный! — сокрушается Итиро.

Они не знают, что с этим делать, и уже 
готовы бросить эту задачу, когда Кино замечает 
у автоматов какого-то сотрудника.
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— Давайте попросим его помочь нам, — пред­
лагает он.

Кино подходит к сотруднику и возвращается 
с ним обратно к друзьям. Они рассказывают ему 
о своём затруднении.

— Меня зовут Ясу, — говорит тот. — Это задача 
не из простых, — продолжает он. — Проведите 
прямую АВ и попробуйте посмотреть на треу­
гольники с основанием АВ и той же высотой, 
что у треугольника АРВ. Все эти треугольники 
будут иметь ту же площадь, что и треугольник 
АРВ.

Ясу проводит прямую АВ и прямую DE, про­
ходящую через точку Р и параллельную АВ.

122



— Таким образом, вы можете двигать точку 
Р как угодно по прямой DE, при этом площадь 
треугольника АРВ будет неизменна, поэтому 
треугольник АРВ можно заменить другим, — 
продолжает он. — А теперь проделайте то же 
самое с другой трапецией.

Итиро проводит прямую ВС и прямую FG, па­
раллельную ей и проходящую через точку Q.
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— Теперь можно двигать точку Р вдоль DE, 
а точку Q вдоль FG, — замечает Дзяй.

— Я понял! — восклицает Итиро. — Мы по­
двинем и Р, и Q до точки пересечения R прямых 
DE и FG. Тогда третий кусок тоже будет четы­
рёхугольным!

Мальчики счастливо улыбаются. Ясу очень 
рад за них.

— Молодцы, хорошо поработали, — говорит 
он.

— Обед прошёл с пользой, — шутит Кино.
Дзяй переписывает себе ещё одну задачу, 

чтобы порешать дома.
Обед продолжался дольше, чем ребята ожи­

дали.
— Пошли дальше, — зовёт Итиро.
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Калиссоны — это французские слабости, приготовленные 
из миндально'дынной пасты. Каждый кусочек как составлен 
из двух правильных треугольников, поэтому похож на ром£

Для каждого кусочка при укладывании в коробку возможны только

но для всей коротки вариантов укладки гораздо больше.

Найдите несколько разных способов заполнения коротки калиссо- 
нами. Для каждого способа посчитайте число калиссонов каждой 
ориентации и сравните их. Что можно зам етить?





10

Рассекая
конусы
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В ы й д я  из кафе, ребята 
видят, что у входа в следую­
щую комнату находятся четыре 
огромных двойных конуса из 
полупрозрачного пластика. 
Приблизившись, они заметили, 
что каждый конус пересечён 
плоскостью и образованные 
пересечениями кривые хорошо 
видны. Конусы установлены 
у входа с вывеской:

КОНИЧЕСКИЕ
СЕЧЕНИЯ

Мальчики решают зайти 
внутрь. У самого входа висит 
плакат, объясняющий, что такое 
конические сечения.
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ЗАЛиПС

Коническое сечение — это кривая, образованная пересечением пло­
скости с поверхностью двойного прямого кругового конуса. Наклон 
плоскости по отношению к оси конуса определяет, какая кривая 
получается при пересечении: окружность, эллипс, парабола или ги-
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Конические сечения изучали m i  древнегреческие геометры Евклид 
Сок. 5 0 0  г. до н.э.), Архимед Сок. 247-212 гг. до н.э.), Аполлоний 
Сок. 2 60 -190  ГГ. до н. а.).

Конические сечения играют в математике важнейшую роль. Иоганн 
Келлер С1571-1650) открыл, что планеты обращаются вокруг Солнца 
ло эллиптическим, а не круговым орбитам, как считалось раньше, 
'в 1672 г. Лоран Кассегрен изобрел телескоп на основе гиперболиче­
ских и параболических зеркал. Э та схема используется и в телескопе 
«Хаббл». Английский астроном Эдмунд Галлей С1656-1742) использо­
вал свойство эллиптичности орбит для предсказания, что комета, 
названная позже его именем, должна появляться каждые 76 лет.
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Из всех этих кривых друзьям знакома разве 
что окружность. Но видя, что в зале много 
ребят, Они приободряются.

Мальчики подходят к столу, похожему на 
бильярдный. Его игровое поле имеет форму эл­
липса — ребята уже узнают эту кривую.

Рядом стоит инструктор по имени Сацу. 
Он говорит:

— Это бильярд, в который нельзя проиграть.
— А как в него играют? — спрашивает Кино.
— У эллипса есть две специальные точки, 

каждая из которых называется «фокус». 
Давайте положим по шару в каждый фокус.

Он аккуратно кладёт шары в отмеченные 
точки.

— Теперь вы можете спорить на что угодно, 
что если ударить кием один из шаров, то, 
отразившись от борта, первый шар столкнётся 
со вторым, — продолжает Сацу. — Попробуйте 
сами.
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Итиро берёт кий и ударяет по одному из ша­
ров. Тот отскакивает от границы эллипса и дей­
ствительно попадает во второй шар.

Затем пробуют Кино и Дзяй.
— Почему так получается? — спрашивают 

мальчики.
— Это особенное свойство эллипса, — отвеча­

ет Сацу и подводит ребят к стенду, рассказы­
вающему об этой кривой.
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Эллипс л едставляет содой множество таких точек Р  на пло­
скости, что суммарное расстояние от РЪо двух фиксированных 
точек плоскости, и Fv является одним и тем же. чочки Рл и Рг на­
зываются фокусами эллипса.

Луч edema, исходящий из фокуса и направленный какую-лидо 
точку ^ н а  эллипсе, отраж ается в точке Р  вдоль прямой, проходя' 
шей через второй фокус.

Р
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— Когда вы ударяете по шару в точке Fx, неваж­
но в какую сторону он летит, отразится он всегда 
в направлении F2, — заявляет Сацу. — Отражение 
от других конических сечений тоже замечательно. 
Сейчас я продемонстрирую вам отражение от пара­
болы.

Он подводит ребят к другому столу, на котором 
они видят нечто вроде настольной игры.

Передвигающаяся пушка стреляет шариками, 
которые всё время попадают в лунку.

Дзяй сосредоточенно думает.
— В том бильярде шар 

всегда после отра­
жения попадает 
в фокус. Так, 
может быть, 
эта лунка тоже 
фокус?

Сацу поражен, 
что Дзяй увидел 
аналогию так ясно.

— Именно так, —
отвечает он. — Парабола имеет один фокус, 
в котором и находится это отверстие.

Он показывает мальчикам плакат, посвящённый 
параболе.
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директриса

Парабола образована всеми точками Р  плоскости, равноудален­
ными от данной точки f, называемой фокусом параоолы, и данной 
прямой L, называемой директрисой параоолы.

Отражение от параболы
Луч света, направленный внутрь параболы параллельно оси 
симметрии, отраж ается от параболы в фокус, £сли источник 
света находится в фокусе, то  при отражении от параболы лучи 
образуют параллельный пучок.



— У вас дома есть параболическая антенна 
для телевизора?

— Да, — отвечают ребята.
— Так вот, она имеет форму параболои­

да, который действует практически так же. 
В фокусе антенны концентрируются лучи, 
в которых закодирован телевизионный сигнал. 
Это повышает качество изображения и звука 
в ваших телевизорах.

Мальчики слушают Сацу с удивлением. Они 
никак не ожидали, что чёткость изображения 
в телевизоре имеет отношение к математике.

— А как из параболы получается парабо­
лоид? — спрашивает Дзяй.

— Надо просто повернуть её в пространстве 
на 180 градусов вокруг своей оси, — отвечает 
Сацу.

Здесь же выставлено несколько устройств, 
использующих свойство отражения от парабо­
лоида. Сацу показывает ребятам параболиче­
скую антенну, галогеновый обогреватель и ав­
томобильную фару.
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Рядом стоит большая 
чаша в форме параболои­
да. Двое ребят роняют 
в неё по мячику, стараясь 
делать это одновремен­
но, с одинаковой высоты 
и на одинаковом расстоя­
нии от центра. Мячики 
каждый раз сталкивают­
ся друг с другом, причём 
в одной и той же точке.

Мальчики некоторое 
время наблюдают за экс­
периментом. Они догады­
ваются, что точка столкно­
вения и есть фокус.1

— У нас ещё есть де­
монстрация свойств пара­
болоида на улице, хотите 
посмотреть? — предлагает 
Сацу.

1. Так бывает только в Стране Чудес. В жизни шарики 
немного отклоняются от фокуса. - Прим, редакт ора.
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Все поднимаются по лестнице и выходят во 
двор Страны Чудес. Сацу ведёт ребят к месту, 
где расположен параболоид. Глядя по сторонам, 
они видят, что вокруг выставлено много 
интересных объектов.

— О, сколько всего, что мы здесь ещё не ви­
дели, — замечает Кино.

— Мы можем сюда вернуться, когда посмо­
трим всё внутри, — предлагает Итиро.

— Если хватит времени. Там ещё много оста­
лось, — говорит Дзяй.

Сацу показывает ребятам параболоид, 
в фокусе которого закреплена картофелина. 
Он направляет устройство так, чтобы солнеч­
ные лучи падали на него вдоль оси.

— Вы увидите, что эта картошка скоро испе­
чётся, — обещает он.

140



Тем временем Саду показывает ребятам на­
стоящее походное устройство для приготов­
ления еды. Оно состоит из отражающего па­
раболоида, который можно ориентировать 
по солнцу, и подставки для чайника или ка­
стрюльки.

— Давайте сварим яйцо, — предлагает Сацу. 
Он наполняет чайник водой и опускает в неё 
яйцо.

Ребятам очень нравятся эти эксперименты. 
Через некоторое время кожура картошки 
темнеет, а вода в чайнике закипает.

— Такие штуки очень подходят для пикника, 
— говорит Кино.
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Отдав ребятам испечённую картошку и сва­
ренное яйцо, Сацу ведёт их обратно в зал кони­
ческих сечений.

Там они подходят к чаше, в центре которой 
укреплена электрическая лампочка.

— Это часть эллипсоида, — говорит Сацу, — 
и лампочка находится в одном из его фокусов.
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— А это для чего? — нетерпеливо спрашивает 
Итиро.

— Сейчас увидишь. Надуй, пожалуйста, этот 
шарик и держи его в районе второго фокуса.

Итиро так и делает. Сацу включает лампочку, 
и шарик лопается.

— Можете объяснить, что произошло? — 
спрашивает Сацу.

— Я думаю, что свет, выходя из одного 
фокуса, был отражён частью эллипсоида под 
этим фокусом и сконцентрировался в другом 
фокусе, где был шарик, и из-за нагревания 
в одной точке шарик лопнул, — отвечает Итиро.

— Отлично! — хвалит его Сацу. — Этот же 
принцип сейчас используют врачи, чтобы 
разрушать камни в почках.

— Что-что? — переспрашивают мальчики, 
не вполне понимая.
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— Камни в почках бывают очень болезнен­
ны и могут вызвать воспаление. Раньше един­
ственным способом их удаления была опера­
ция, но недавно придумали новую медицинскую 
процедуру — бесконтактную литотрипсию. 
Устройство для этой процедуры включает в себя 
эллипсоид. Врач располагает пациента так, что 
камни в его почках находятся в одном из фоку­
сов этого эллипсоида. Затем из второго фокуса 
начинают исходить звуковые волны. Они от­
ражаются от эллипсоида и попадают в место 
расположения камней. Эти звуковые волны 
дробят почечные камни, так что операция уже 
не нужна.

Дзяй пытается представить себе, как может 
выглядеть эта машина.

— Выходит, чтобы стать врачом, нужно знать 
математику? — спрашивает Кино.

— Современная медицина очень много ис­
пользует математику. Дискретное моделирова­
ние нужно, чтобы отслеживать развитие опухо­
лей, с помощью дифференциальных уравнений 
моделируют распространение эпидемий, а ещё 
есть современный аппарат — томограф, кото­
рый делает более точные снимки, чем рентген, 
и для их правильной интерпретации надо по­
нимать математический анализ, — отвечает 
Сацу.
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На мальчиков это производит большое впе­
чатление, хотя они не имеют ни малейшего по­
нятия о разделах математики, которые упоми­
нал Сацу.

— А это что? — спрашивает Итиро, внимание 
которого привлекла какая-то вращающаяся 
модель.

— Это демонстрация того, как с помощью 
механической передачи можно преобразо­
вать вращение вокруг одной оси во вращение 
вокруг другой, — объясняет Сацу. — Некоторые 
типы передач, которые используют в автомоби­
лях и других устройствах, основаны на гипер­
болоидах. Здесь вы видите два гиперболоида, 
которые касаются друг друга вдоль прямой. 
Вращение одного из них вокруг своей оси вы­
нуждает другой вращаться вокруг своей, так 
что передача меняет ось вращения.

Рядом находится плакат с информацией 
о гиперболе.
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Гипербола образована такими точками Р  плоскости, что модуль 
разности расстояний от Р  до двух заданных точек плоскости / ,  
и Рг одинаков для всех точек Р.



Ребята благодарят Саду и направляются 
к выходу.

— Пошли посмотрим, что ещё есть на улице, — 
предлагает Кино.

— Но мы даже не видели первый этаж! — 
протестует Итиро.

— Мы всегда можем приехать ещё , — гово­
рит Дзяй. — Может, правда посмотрим первый 
этаж?

— Ну, как хотите, — соглашается Кино.
Они поднимаются по лестнице на первый 

этаж.
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и

Перекрученные
полоски
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Вернувшись на первый этаж, ребята видят 
помещение, в котором дети сидят за столами, 
вырезая и склеивая что-то из бумаги. Итиро, 
Кино и Дзяй не большие любители этого 
занятия, но увлечённость детей притягивает 
их, и они немного задерживаются у двери.

Один из инструкторов, Тоси, замечает маль­
чиков и приглашает их присоединиться к ре­
бятам.

— Вы можете сесть там, — указывает он на 
стол с несколькими свободными местами.

— Ну что, ребята? Вы только что пришли, 
давайте-ка устроим небольшую разминку, — 
говорит Тоси.

Он показывает всем конструкцию из бу­
маги.

— Это сделано из одного листа бумаги. 
Сможете повторить?
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— Трудная задача, — говорит Кино.
Итиро и Дзяй внимательно смотрят на 

модель. Дзяй сразу же замечает, в чём фокус, 
Итиро раздумывает дольше, но потом тоже 
понимает. А вот Кино, подобно многим другим 
ребятам, никак не может догадаться.

Дзяй объясняет:
— Надо сложить лист пополам вдоль длинной 

стороны. Одну половину разделить на три 
равные части и разрезать по разделительным 
линиям до сгиба. Вторую половину разделить 
на две равные части и тоже разрезать до сгиба. 
Затем повернуть две крайних части на 180 
градусов, поднять среднюю. И всё!

Тем временем Итиро терпеливо показывает 
Кино все эти действия.

Тоси обходит столы, чтобы посмотреть, как 
движется работа, раздаёт советы и помогает 
тут и там, пока наконец не справятся все.

— С бумагой можно делать множество удиви­
тельных вещей, — говорит он.
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Тоси берёт полоску бумаги, 
окрашенную с одной стороны 
в жёлтый, а с другой в оран­
жевый цвет.

— Сейчас я переверну один 
конец этой полоски и склею 
с другим.

Он выполняет это и гово­
рит:

— Хотите верьте, хотите 
нет, но теперь у этой полоски

только одна сторона!
— Он сказал «одна сторона»? — спрашивает 

Кино своих друзей.
— Простите, как Вы сказали? — обращается 

к Тоси Итиро.
— Подойди сюда, будешь мне помогать, — 

предлагает Тоси в ответ. — Отметь, пожалуй­
ста, на поверхности какую- 
нибудь точку. Теперь проведи 
через эту точку линию вдоль 
полосы.

Итиро всё это выполняет, 
и в конце концов его каран­
даш приходит в исходную 
точку. Взглянув на всю полосу, 
Итиро видит, что линия про­
ходит и по желтой, и по оран­
жевой поверхности!

По классу прокатывается гул восхищения.

154



— Это специальная поверхность, она называ­
ется лента Мёбиуса, — рассказывает Тоси.

— Благодаря свойству, которое мы только 
что продемонстрировали, ленту Мёбиуса хо­
рошо применять в качестве ленты конвейера. 
Скорость её износа вдвое ниже, чем у обычного 
кольца.

Затем он говорит:
— А сейчас вы ещё больше удивитесь.
Дети с нетерпением ждут, что будет.
Тоси берёт ленту Мёбиуса и начинает разре­

зать её вдоль середины ленты.
— Ну, кто догадается, что 

сейчас получится? — интри­
гует он зрителей.

— Две ленты Мёбиуса по­
ловинной ширины! — гово­
рит одна храбрая девочка.

Тоси заканчивает разре­
зать и показывает результат: 
одно длинное кольцо, пере­
крученное дважды.

Дети не верят своим гла­
зам и радостно аплодируют.

Консультанты начинают 
раздавать им полоски бума­
ги, карандаши, ножницы и 
клей.
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Тоси говорит:
— А теперь сделайте себе каждый по ленте 

Мёбиуса. Затем проведите две параллельные 
линии вдоль ленты и разрежьте по ним. И по­
смотрим, что получится.

— Может быть, мы получим одну очень 
длинную ленту с тремя переворотами? - пред­

положил Итиро.

— Хм, никак не ожидал! — гово­
рит Дзяй.— А если сделать три раз­

реза, четыре и так далее?

Дети берутся за дело, и класс по­
гружается в тишину. Через некото­
рое время начинают раздаваться 
возгласы удивления и восхищения. 
И вот Кино держит перед собой две 
ленты Мёбиуса, сцепленные друг 
с другом, — более короткая с одним 
переворотом и более длинная 
с двумя.
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— Попробуй дома, — говорит Тоси, — может 
быть, найдётся какая-нибудь закономерность.

Друзьям очень любопытно, что из этого по­
лучится, и они договариваются провести экспе­
римент, когда вернутся. Дзяй делает ещё одну 
мысленную пометку: лента Мёбиуса, три разре­
за, четыре разреза и так далее до обнаружения 
закономерности.

Тоси берёт две бумажные ленты, склеен­
ные в обычные кольца. Он располагает их так, 
что кольца соприкасаются перпендикуляр­
но друг другу, и склеивает в этом положении. 
Посередине каждой ленты заранее проведена 
продольная линия.

— Кто хочет мне помочь и 
сделать разрез по этим ли­
ниям? — спрашивает Тоси.— 
А остальные пусть подумают, 
что должно получиться.

Кино, как всегда, охотно 
вызывается.
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— Может быть, это будет одно кольцо вдвое 
меньшей ширины, — предполагает Итиро.

— Похоже, — говорит Дзяй.
Все наблюдают, как Кино работает ножница­

ми. Когда он наконец заканчивает, все с изумле­
нием видят квадратную рамку.

— Как это получилось? — удивляется Итиро.
Тоси берёт неразрезанную пару склеенных 

колец.
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— Из этого пересечения 
получаются углы рамки, — 
показывает он на место 
склейки.

Затем он разрезает ещё раз, медленно.
Дзяй и Итиро всё ещё обсуждают получен­

ный результат, когда Тоси объявляет следую­
щий эксперимент.

159



— Вот две ленты Мёбиуса, склеенные перпен­
дикулярно друг другу, как те кольца, — говорит 
он.

Как и раньше, вдоль середины полос прове­
дены продольные линии.

— Что получится, если сделать разрезы 
по этим линиям? — спрашивает Тоси.

Дети растерянно молчат. После всего увиден­
ного они опасаются высказывать предположе­
ния, но очень хотят попробовать сами.

Помощники раздают всем такие же модели, 
как у Тоси. Ребята сразу принимаются за работу, 
чтобы поскорее увидеть результат.

У Итиро получаются два кольца, похожие 
на сердце и сцепленные между собой. У Кино

160



и Дзяя получаются несцепленные кольца, тоже 
в форме сердец.

Трое друзей, как и все остальные, поражены 
и озадачены.

Кино задаёт вопрос, который вертится у всех 
на языке:

— Как это выходит, что у кого-то из нас полу­
чаются отдельные сердца, а у кого-то сцеплен­
ные?
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— Очень хороший вопрос, — говорит Тоси. — 
Именно так рассуждает математик. Он должен 
наблюдать, экспериментировать и задавать 
хорошие вопросы. А ответ вы сейчас получите 
сами.

Он разделяет детей на две группы. Первой 
группе он поручает сделать две ленты Мёбиуса 
с переворотом в одну и ту же сторону, затем 
склеить их и разрезать, как в последнем экспе­
рименте. Второй группе следует сделать одну 
ленту Мёбиуса с переворотом в одну сторону, 
другую — с переворотом в другую сторону, 
а затем так же склеить и разрезать.

Через несколько минут Тоси спрашивает:
— Ну, кто получил сцепленные сердца?
— Вторая группа! — отвечает хор голосов.
Тоси подытоживает:
— Чтобы получить сцепленные сердца, пере­

ворачивайте полосы при изготовлении ленты 
Мёбиуса в разные стороны. Чтобы получить 
отдельные, переворачивайте их в одну и ту же 
сторону.

Ребята совершенно покорены.
— А ещё? — просят они.
— Я дам вам упражнение домой,— говорит 

Тоси.
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П р и го то вьте д о ста то ч н о  большой бумажный 
крест. Обозначим его горизонтальную ч а сть  /I, 
а вертикальную Б. Проведите продольную линию 
по середине части /I.

ТТродедите д&е линии ддоль Б, которые делят Б 
на три равные части по ширине. Склейте концы 
части /I £ез перекручивания. Перекрутите конец 
части Б один раз и склейте с другим концом.

fa3pemume сначала по продольным линиям части Б, 
а затем  по линии А

Что получилось?

Затем Тоси пошёл встречать новую группу 
ребят.
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12

Семь раз сложи, 
один раз отрежь
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U  следующем зале к друзьям подходит 
консультант.

— Меня зовут Юдзи, — говорит он. — 
Вместе с Тоси вы получали замечательные 
результаты, перекручивая бумажные по­
лоски. Я хочу показать вам, что не менее 
удивительные вещи получаются при 
складывании бумаги.

Юдзи берёт в руки бумажный ква­
драт 4 x 4 ,  разбитый на клетки, рас­
крашенные в шахматном порядке, 
и говорит:

— Сейчас я сложу этот лист так, 
что один прямой разрез ножни­

цами отделит все чёрные ква­
драты от белых.

Он складывает лист не­
сколько раз, затем взма­

хивает ножницами, 
и все чёрные квадра­
ты падают на пол.
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Дети хлопают в ладоши. Трое 
друзей смотрят, широко открыв 
глаза от удивления.

— А вы для начала попробуй­
те простые фигуры, — говорит 
Юдзи.

Помощники раздают листочки, на каждом из 
которых нарисован один чёрный квадрат.

— Сложите бумагу так, чтобы вырезать чёр­
ный квадрат одним прямолинейным разрезом.

Эта задача ребятам кажется нетрудной, 
и они с энтузиазмом её решают. Вот так:

— Давайте обсудим ваше решение, — говорит 
Юдзи. — Как вы его нашли?

— Надо было совместить все кромки квадра­
та, — отвечает Кино.
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— А вы заметили, что для этого вам прихо­
дилось делить углы пополам? — спрашивает 
Юдзи.

Мальчики ещё раз смотрят на свои листочки.
— Да, мы это делали два раза, — соглашается 

Итиро.
— Но деления угла пополам обычно недоста­

точно, — говорит Юдзи. — Надо учитывать ещё 
один момент. Линии границ должны быть вы­
ровнены вдоль всего предполагаемого разреза.

Затем он предлагает ещё одно упражнение. 
Ребятам раздают листочки с треугольником. 
Задание аналогичное: сложить их так, чтобы 
отделить фигуру одним разрезом.
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Над этой задачей приходится подумать. Она 
труднее первой, так как треугольник не равно­
сторонний и даже не равнобедренный.

— На этот раз выровнять линии не так легко, 
— замечает Кино.

— Может, попробуем делить углы пополам, 
как сказал Юдзи? — предлагает Итиро.

Он складывает листок по биссектрисам 
углов, и это сразу даёт решение.

— Смотрите, у меня получилось! — зовёт 
он друзей.

Они рассматривают его листок и замечают, 
что четвёртый сгиб проходит по перпендику­
ляру к одной из сторон, опущенному из точки 
пересечения биссектрис.

— Здорово, — говорит Дзяй. — А если четвёр­
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тый сгиб пустить по перпендикуляру к другой 
стороне, тогда тоже получится?

Ребята проверяют это на перпендикулярах 
к двум другим сторонам, и оказывается, что 
и так тоже можно сделать.

Наблюдающий за ними Юдзи говорит:
— У вас правильный подход к математике. 

Вы задаёте хорошие вопросы и исследуете аль­
тернативы.

Мальчики польщены его похвалой.

— Попробуйте-ка это, — говорит Юдзи, про­
тягивая им три листочка с пятиконечной 
звездой.

Друзья решают делать это упражнение 
вместе.

— Ну, у кого есть идеи? — спрашивает Итиро.
— Я думаю, надо так сложить по биссектрисе 

верхнего угла, чтобы совпали границы с двух 
сторон, — предлагает Дзяй.

Ребята складывают листок и некоторое 
время смотрят на него.
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— Знаю, знаю! — радостно восклицает 
Итиро. — Можно совместить два луча, если сло­
жить так.

Он берёт листок и складывает его.

— Тогда три линии можно совместить двумя 
складываниями, — продолжает Дзяй.

Кино делает разрез ножницами, и от листка 
отделяется звезда.
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— Мы всё сделали.
Они показывают свою работу Юдзи.
— Молодцы! — говорит он.
Другие дети смотрят на троицу с восхище­

нием и немного с завистью, ведь они далеко 
впереди остальных.

— Продолжим? — спрашивает Юдзи у трёх 
друзей.

-Д а!
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Он предлагает им новую фигуру, сообщая, 
что это старинный японский геральдический 
знак.

Над этим заданием они думают дольше, но 
в конце концов выполняют и его, к своему боль­
шому удовлетворению.
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Вот это решение:

Юдзи даёт мальчикам ещё одно задание 
домой. Он вручает им листок с четырёхуголь­
ником.

Когда все дети справились со звездой, Юдзи 
говорит:

— Сейчас, когда у вас появился некоторый 
опыт с задачами такого рода, я покажу вам, как 
складывать «шахматную доску», разрезание ко­
торой я показывал в самом начале.
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CruS 6>6>epx

Cru 6 6>hu3

5

Юдзи подробно объясняет каждый шаг 
до единственного разреза, который отделяет 
все чёрные квадраты.

— А для шахматных досок большего размера 
этот способ годится? — спрашивает Дзяй.

— Только если число квадратов на каждой 
стороне чётно, — отвечает Юдзи. — Для нечёт­
ного числа решение надо чуть-чуть изменить.
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• 
•

(> 1 

Газрежыпе по линии, чуть
правее середины. — Хорошая задачка для

гостей, — говорит Кино.
Дзяй записывает себе 

ещё одну задачу: попробо­
вать разрезать доску раз­
мера 3x3.

Трое друзей очень при­
знательны Юдзи. Они под­
ходят, чтобы поблагода­
рить его.
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ТТ аз л ы
из тетраэдров
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Г ебята слышат оживлённый шум в одном 
из залов. И тут же они встречают свою первую 
провожатую — Кэйко.

— Вам повезло! — говорит она. — Как раз 
сейчас здесь находится профессор Ямааки. Это 
он собрал всю коллекцию наших моделей. Вы 
можете послушать его в этой аудитории.

Толпа детей всё прибывает, но троим дру­
зьям удаётся протиснуться поближе. Всеобщее 
внимание приковано к человеку в очках с боро­
дой китайского мудреца. На его растрёпанных 
чёрных с проседью волосах повязана цветастая 
бандана. Он дружелюбно и весело разговарива­
ет с несколькими ребятами.

— Сегодня я собираюсь многое вам пока­
зать, — наконец говорит профессор, обращаясь 
ко всем.

— У него знакомое лицо, — шепчет Итиро 
своим друзьям. — Кажется, я его встречал, 
только не помню где.



— Вы знаете, кто такой Эшер? — 
спрашивает профессор.

Большинство детей отрицательно 
качают головами, но Итиро кивает. 
Он поднимает руку и говорит:

— Это знаменитый художник.
— Откуда ты знаешь? — тихонько 

спрашивает Кино.
— Мне мама показывала его аль­

бом, — отвечает Итиро.
Он был очарован тем, как слива­

лись и преображались фигуры на гра­
вюрах Эшера.

— Правильно, — говорит профессор 
Ямааки.

Он показывает несколько копий 
работ Эшера.
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— Фигуры на этих картинах неограничен­
но повторяются, покрывая всю плоскость. 
Обратите внимание, что нет ни пустых мест, 
ни перекрытий, — продолжает он.
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— Повторяющийся узор такого рода, покры­
вающий плоскость, называется замощением5, — 
говорит он.

5 - Строго говоря, замощение не должно использовать зеркальные копии элементов, 
но некоторые замощения Эшера их включают.

184

http://www.mi


— Точно как пазл, в котором все элементы 
одной формы, — вставляет Дзяй.

— Очень хорошее наблюдение, — говорит 
профессор Ямааки и обещает:

— Сегодня я всех вас сделаю художниками, 
подобными Эшеру.
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Профессор берёт в руки бумажную модель 
трёхмерной фигуры.

— Видите эту фигуру? У неё четыре грани, 
которые являются равносторонними треуголь­
никами одного размера. Она называется пра­
вильным тетраэдром.

На столе за спиной профессора лежит мно­
жество других тетраэдров. Помощники начи­
нают раздавать их детям. Кроме того, каждо­
му выдают ножницы, большой лист и немного 
клея.

Ребята получают ярко раскрашенные тетра­
эдры и вертят их в руках, проверяя слова про­
фессора насчёт треугольников.

— Прошу вас аккуратно разрезать поверх­
ность вашего тетраэдра так, чтобы она остава­
лась одним куском и чтобы его можно было бы 
ровно разложить на столе, — говорит профес­
сор Ямааки.

— А как это сделать? — спрашивает Кино.
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Профессор Ямааки показывает, как можно 
разрезать тетраэдр.

— Фокус в том, что нужно сделать один 
длинный разрез, который проходит через все 
вершины. Вы обнаружите, что ваши тетраэдры 
состоят из нескольких слоёв, каждый своего 
цвета, — говорит он.
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Закончив разрез, он раскладывает на столе 
куски, получившиеся из разных слоёв, и по­
казывает, что они подходят друг к другу, как 
кусочки пазла.

— Можете резать как угодно, только следи­
те, чтобы вся поверхность оставалась целым 
куском и чтобы его можно было плоско разло­
жить, — повторяет профессор. — После этого на­
клейте ваши работы на листы бумаги.

189



Улитки Дзяя Парусники Кино

Ребята сразу входят во вкус. Итиро задумал 
узор из роботов. Дзяй пробует сделать что-то 
очень закрученное. Кино довольствуется про­
стым разрезом.
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Профессор Ямааки обходит детей и показы­
вает самые лучшие работы. Все хлопают, когда 
он поднимает вверх роботов Итиро.

— Это одно из моих последних открытий, — 
говорит профессор. — Независимо от того, как 
вы разрезаете поверхность обычного тетраэдра, 
если только она остается одним куском и рас­
кладывается в плоскую фигуру, эта фигура за- 
мощает плоскость.

— Значит, можно делать какие угодно узоры! 
— радуется Итиро.

— Но сначала надо приготовить тетраэдры, — 
замечает Кино.

Дзяй уже обдумывает, какие узоры он попро­
бует вырезать дома.
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Замощения 
при помощи 
многогранников
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В с е  идут за профессором в другой зал. Там 
прямо на полу лежат деревянные блоки разной 
формы. Несколько ребят пробуют составлять их 
вместе, словно кусочки трёхмерного пазла.

— Только что я показывал вам, как замо- 
щать плоскость. Подобно тому как замощают 
плоскость, можно замостить и пространство, — 
говорит профессор Ямааки. — Посмотрите на 
ребят, как раз этим они и занимаются.

Он подходит к сидящим на полу детям и под­
нимает одну деревянную фигуру.
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о к т а э д р усечённы й о к т а э д р

— Это усечённый октаэдр. У него 
14 граней, из них восемь правиль­
ных шестиугольников и шесть ква­
дратов, — говорит профессор. — Эту 
фигуру можно сделать из октаэдра, 
срезав шесть его вершин.

Он показывает детям октаэдр 
и делает рубящие движения, словно 
отсекая вершины.

— Усечённые октаэдры замощают 
пространство. Это значит, что ими 
можно заполнить трёхмерное про­
странство без перекрытий и пустых 
мест.
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Он поднимает другую фигуру.
— Это ромбододекаэдр. У него 12 граней, 

каждая из которых является ромбом. Ромбо­
додекаэдр тоже замощает пространство. 
Многогранников, которые замощают про­
странство, много.
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Он переходит к другой группе фигур.
— Эти фигуры обладают тем же свойством, 

но они особенные. Кроме того, что они сами за- 
мощают пространство, их поверхность можно 
разрезать и разложить в плоские фигуры, кото­
рые замощают плоскость. Мы будем называть 
их фигурами двойного назначения.

— Хорошее название, легко запомнить, — го­
ворит Итиро. — Двойного назначения, потому 
что они могут делать сразу две вещи — запол­
нять пространство, а с помощью некоторого 
разреза поверхности заполнять и плоскость.

— Тогда те, которые только заполняют про­
странство, должны называться фигурами оди­
нарного назначения, — замечает Кино.

— Я не возражаю, — говорит профессор, услы­
шав его реплику. — Давайте фигуры, замоща- 
ющие пространство, но развёрткой которых 
нельзя замостить плоскость, называть фигура­
ми одинарного назначения.

Он продолжает:
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— Среди фигур двойного назначения — мно­
гогранник, форму которого имеют «треуголь­
ные» бумажные пакеты для молока или сока. 
Это неправильный тетраэдр, грани которого — 
равнобедренные треугольники со сторонами, 
относящимися друг к другу как 2 : V3 : V3".

Видите, их можно поставить друг на друга 
так, чтобы они образовали правильную треу­
гольную призму. В свою очередь, треугольные 
призмы можно составить вместе, образовав 
правильную шестиугольную призму. А это как 
раз способ транспортировки «треугольных» па­
кетов.

Профессор берёт в руки «треугольный» 
пакет из-под молока, разрезает его и расклады­
вает в плоскую фигуру.
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— Она определённо может замостить пло­
скость, — говорит он о разрезанной поверх­
ности. — И кубы, конечно, тоже являются фи­
гурами двойного назначения. Если разрезать 
поверхность куба только вдоль ребер, то все 
варианты полученных плоских фигур замоща- 
ют плоскость.

Он подводит ребят к плакату, на котором 
показаны эти замощения.
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Профессор поднимает ещё одну деревянную 
фигуру.

— Многогранников двойного назначения су­
ществует бесконечно много, но среди извест­
ных фигур этот неправильный двенадцати­
гранник имеет наибольшее число граней. Это 
куб, к двум противоположным граням которого 
присоединены правильные пирамиды.

Он разрезает бумажную модель такого же 
двенадцатигранника, раскладывает её в пло­
скую фигуру и показывает, что она замощает 
плоскость.

«Может быть, я смогу открыть новую фигуру 
двойного назначения», — думает Дзяй.

Пока профессор ходит по залу, разговари­
вая с детьми, трое друзей идут посмотреть на 
другие многогранники одинарного и двойного 
назначения, выставленные для обозрения.
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На одном столе стоят три одинаковые ско­
шенные пирамиды. У каждой из них квадрат­
ное основание и четыре треугольные стороны. 
Рядом написано:

этих трёх фрагментов можно собрать куб.

— Давайте попробуем, — говорит Кино.
Мальчики начинают составлять пирамидки 

друг с другом.
У Итиро появляется идея:
— Поскольку основания квадратные, они 

должны быть гранями куба.
Вооружённые этой мыслью, ребята быстро 

добиваются успеха.



Дзяй говорит:
— Поскольку куб составлен из равных фигур, 

они должны быть многогранниками, замещаю­
щими пространство. Интересно, эта пирамида 
- фигура одинарного назначения?

— Что значит одинарного назначения? — 
спрашивает ребят консультант по имени 
Macao.

— Это мы придумали название для фигур, 
замощающих лишь пространство, — отвечает 
Кино.

— На самом деле этот многогранник не 
только замощает пространство, — говорит 
Macao. — Его поверхность можно разрезать 
так, что она будет замощать плоскость. Хотите 
понять, как именно следует сделать этот 
разрез?

205



Он даёт ребятам бумагу и карандаши.
— Нарисуйте грани многогранника и попро­

буйте составить замощающую развёртку, — 
советует Macao друзьям.

Это оказывается не так просто, ребята рису­
ют множество развёрток, которые одна за дру­
гой оказываются неподходящими. Но в конце 
концов они находят нужную.

— Молодцы! — говорит Macao, проверив, как 
идут дела у ребят.
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На другом столе лежит множество одинако­
вых многогранников необычной формы. У каж­
дого из них шесть четырёхугольных граней.

— Этот многогранник особый, — говорит 
Macao. — Все эти деревянные фигуры профес­
сору Ямааки прислал плотник, который видел 
по телевизору одну из его лекций о замощении 
пространства.

— А как такой многогранник называется? — 
спрашивает Кино.

— У него пока нет названия. Хотите приду­
мать? — предлагает ребятам Macao.
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Мальчики совещаются. Они берут слова, 
относящиеся к фигуре: «плотник», «четырёх­
угольник», «шестигранник», и составляют на­
звание как их аббревиатуру.

— Мы назвали его П-4-гексаэдром, — сообща­
ют они Macao.

— Значит, так и будем его называть, — гово­
рит тот.

— Это многогранник одинарного назначе­
ния? — спрашивает Итиро.

— Да, он замощает лишь пространство, — от­
вечает Macao.

Он подводит ребят к фигурам, составленным 
из множества П-4-гексаэдров.

— Смотрите, из них можно сложить другие 
многогранники, замощающие пространство.

Ребята видят «треугольный» пакет, усечён­
ный октаэдр и ромбододекаэдр.
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— «Треугольный» пакет можно составить 
из четырёх П-4-гексаэдров, усечённый октаэдр 
из двадцати четырёх, а ромбододекаэдр из де­
вяноста шести, — добавляет Macao.

Мальчики проводят некоторое время в по­
пытках повторить эти конструкции.

Дзяй думает: «Когда я открою новый много­
гранник двойного назначения, я назову его дзя- 
эдрон».
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Многогранники-
трансформерьх
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Профессор Ямааки переходит к другому 
столу. На нём стоит треугольная призма со 
словом «open» (открыто).
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Профессор берёт со стола два одинаковых 
многогранника.

— Это усечённые октаэдры, — говорит он.
Затем он показывает прозрачный пластмас­

совый ящик.
— Я хочу поместить 

их в этот ящик.
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Большинству ребят это кажется невозмож­
ным, так как размеры фигур лишь немногим 
меньше размеров ящика. И действительно, 
первые попытки профессора кончаются не­
удачей.

Тогда несколькими быстрыми движениями 
он выворачивает многогранники наизнанку 

и получает два одинаковых па­
раллелепипеда, которые легко 
входят в ящик.

Это производит большой 
эффект. Все аплодируют!

— Иногда, чтобы решить зада­
чу, приходится изменить способ 
мышления, — улыбается профес­
сор.

Дзяй запоминает: на задачу можно смотреть 
с разных сторон.
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Затем профессор достает многогранник, рас­
крашенный под лису.

— Это ромбододекаэдр, но пока будем считать 
его лисой, — говорит он.
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Он тянет за какую-то веревочку, и фигура 
выворачивается, превращаясь в параллелепи­
пед, раскрашенный под змею.

— Змея съела лису! — говорит он озорным 
голосом.

Зрители смотрят, раскрыв рот.
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Он повторяет трюк медленно, шаг за шагом, 
чтобы дети могли видеть, что происходит.

— Некоторые многогранники можно раз­
резать особым образом и как бы вывернуть 
наизнанку, образуя другие тела. Я называю 
их «трансформерами». Иногда многогранник 
можно преобразовать в равный самому себе.
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Он показывает ещё одну фигуру. На ней на­
рисованы зелёные хамелеоны.

— Это тоже усечённый октаэдр, — говорит 
профессор.



Он выворачивает его в другой усечённый 
октаэдр, на котором нарисованы оранжевые ха­
мелеоны.

— Это пример многогранника, который вы­
ворачивается наизнанку, превращаясь в точно 
такую же фигуру. Такие многогранники я назы­
ваю «хамелеонами», — продолжает он.

Дзяй заметил одну вещь.
— Значит, одну и ту же фигуру можно вы­

вернуть по-разному, в два совсем разных мно­
гогранника? — спрашивает он профессора 
Ямааки.

— Очень хорошее наблюдение, — говорит про­
фессор. — Мы преобразовали первый усечённый 
октаэдр в параллелепипед, а второй усечённый 
октаэдр, с хамелеонами, — в другой усечённый 
октаэдр. Некоторые многогранники можно пре­
образовать в два или более других.

220



Я смастерил довольно много фигур, которые 
можно выворачивать с образованием других 
фигур. Многие из них выставлены здесь.

Он достает ещё один многогранник, который 
раскрашен под свинью. Дзяй замечает, что это 
тоже усечённый октаэдр.

К фигуре присоединен стержень. Профессор 
Ямааки крутит его, свинья выворачивается 
и превращается в кусок ветчины! Дети весело 
смеются.
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Наконец профессор берёт 
треугольную призму со сло­
вом «open» (открыто) и пре­
образует её в точно такую 
же треугольную призму со 
словом «closed» (закрыто). 
Таким образом он объявляет 
о конце своего выступления.
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Кино, Итиро и Дзяй переполнены впечатле­
ниями — пожалуй, даже слишком. Они встают 
в очередь, чтобы получить автограф профессо­
ра Ямааки и сфотографироваться вместе с ним.
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Дорога домой
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м альчики остаются в Стране Чудес до 
самого закрытия. Наконец они идут сдавать 
свои ролики. С собой они уносят листочки 
с задачами, бумажные модели и вырезанные 
фигуры.

По пути к выходу ребята проходят мимо не­
скольких телевизионных экранов. На каждом из 
них профессор Ямааки, и на каждом он показы­
вает что-то своё.

— А, вот почему его лицо такое знакомое, — 
говорит Итиро. — Я же видел его по телевизору.

Друзья снова встречают Кэйко. Она протяги­
вает им тетрадь.

— Здесь посетители оставляют свои коммен­
тарии. Не хотите что-нибудь написать?

Мальчики по очереди пишут.
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Мальчики очень устали, и всю обратную 
дорогу они молчат. Каждый погружён в свои 
мысли.
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Итиро думает, что в конце концов бабушка 
оказалась права. В Стране Чудес действительно 
здорово. И математика может быть интересной. 
Сцепленные сердца — это для бабушки, а его 
узор из роботов — для мамы. Может быть, она 
даже повесит его в своей комнате рядом с гра­
вюрой Эшера.

Кино вспоминает все замечательные вещи, 
которые он пробовал делать. Ещё он думает, 
что бы такое рассказать о своей поездке, чтобы 
переплюнуть Кэнтаро.

Дзяй перебирает в уме математические экс­
перименты, которые он будет ставить дома, 
и задачи, которые ему предстоит решить.
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Б Л А Г О Д А Р Н О С Т И

От Джозефа О'Рурке мы узнали о существовании 
велосипедов с квадратными колесами в нескольких 
музеях науки в США, а Стен Вэгон подтвердил это.

О задаче одного разреза мы узнали из лекции 
Эрика Д. Демэйна «Folding and Unfolding Linkages, Paper 
and Polyhedra» на конференции «Japan Conference on 
Discrete and Computational Geometry 2000». Он также 
любезно предоставил разрешение на использование 
некоторых из его схем складок в телевизионных лек­
циях Джина Акиямы.

С ебастьян фон В утенау Майер и К лаудиа  
Масферрер Леон изобрели устройство колеса с осью, 
которое в этой книге использовано в роликовых конь­
ках. Колёса имеют постоянную ширину, а оси в по­
перечном сечении являются треугольниками Рело, 
окруженными квадратной рамкой, внутри которой 
они поворачиваются.

Большинство моделей математической Страны 
Чудес изготовили Ясуюки Ямагучи и Минору Кан- 
заки.

Модели для треугольных и пятиугольных отвер­
стий были предоставлены Йошиюки Кавазоэ и Икуро 
Сато.

И.Сато и X. Накагава предоставили замощающие 
пространство многогранники, которые в этой книге 
названы П-4-гексаэдрами.

Компания «M.C.Escher Company-Holland» любезно 
разрешила использование перепечаток работ Эшера 
в этой книге.
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П О Я С Н Е Н И Я

Компания «Hyatt» получила в 1921 г. в США па­
тент на бур, который делает квадратные отверстия. 
В этом устройстве лезвие неподвижно, а рама враща­
ется. Весит оно 200 кг. Устройство в математической 
Стране Чудес имеет вращающиеся лезвия, гибкую ось 
и неподвижную раму и является переносным.

В 1889 г. английский исследователь Фрэнсис 
Гальтон разработал доску со штырьками для демон­
страции нормального распределения (называемую 
quincunx, или доска Гальтона). Верхняя часть при­
способления из гл. 6 основана на конструкции доски 
Гальтона; качающееся основание добавлено, чтобы 
было проще наклонять устройство для демонстрации 
и затем возвращать шарики в исходное положение.
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